
Тринадцятий Київський математичний фестиваль
В. Брайман1, О. Руденко2

З 8 по 11 травня цього року в мiстi Києвi вiдбувся традицiйний Київський мiж-
народний математичний фестиваль для команд 8-10 класiв учбових закладiв з погли-
бленим вивченням математики та природничих наук. Фестиваль проводиться почина-
ючи з 2002 року з iнiцiативи Iнституту математики НАН України, фiзико-технiчного
iнституту НТУУ “КПI”, Києво-Печерського лiцею № 171 “Лiдер” та за пiдтримки
Печерської районної державної адмiнiстрацiї i Головного управлiння освiти i науки
м. Києва. Учасники фестивалю проживали у дитячому навчально-оздоровчому табо-
рi “Днiпро”, у мальовничому передмiстi Києва — Конча-Заспi.

Цього року у фестивалi взяли участь команди Харкiвського фiзико-математичного
лiцею № 27, Днiпропетровського обласного лiцею-iнтернату фiзико-математичного
профiлю, Львiвського фiзико-математичного лiцею, Вiнницького технiчного лiцею, та
київськi команди Українського фiзико-математичного лiцею, гiмназiї № 178 та, звiсно,
лiцею “Лiдер”.

Особливiстю фестивалю є насичена математична — i не тiльки — програма: усна та
письмова математичнi олiмпiади, “Математичний експрес”, “Математична карусель”,
лекцiї науковцiв, особистi та команднi конкурси з фiзики, змагання “Що? Де? Коли?”,
екскурсiї по мiсту тощо.

Пропонуємо Вашiй увазi результати та матерiали змагань фестивалю.

Переможцi письмової олiмпiади

8 клас
I мiсце: Всеволод Решетнiков (“Лiдер”), Микита Вєпрiк (ХФМЛ № 27, 7 клас),

Ольга Шевченко (Академiчна гiмназiя № 45, м. Харкiв).
II мiсце: Вiєт Фам Хоанг (ХФМЛ № 27), Марк Анпiлогов (“Лiдер”), Денис Сiкор-

ський (“Лiдер”, 7 клас), Андрiй Сахаров (“Лiдер”).
III мiсце: Анатолiй Яцук (ЛФМЛ), Шон Нго Нок Тхай (ХФМЛ № 27, 7 клас),

Назар Семкiв (“Лiдер”), Анна Кравець (“Лiдер”), Юрiй Герасiмов (ЛФМЛ), Петро
Тарнавський (ЛФМЛ), Анна Карлишева (“Лiдер”), Георгiй Мендзебровський (“Лiдер”,
7 клас).

9 клас
I мiсце: Ольга Сiлiна (ХФМЛ № 27), Ярослав Кiвва (“Лiдер”).
II мiсце: Олександр Гунько (гiмназiя № 178, м. Київ), Денис Нарцев (УФМЛ),

Iван Олексiюк (“Лiдер”), Ростислав Пономарьов (ХФМЛ № 27), Денис Трєскунов (“Лi-
дер”), Олександра Тумак (ЛФМЛ), Андрiй Уразовський (ХФМЛ № 27), Iлля Бабiєнко
(“Лiдер”).

1механiко-математичний факультет КНУ iм. Тараса Шевченка
2Iнститут математики НАН України
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III мiсце: Денис Бондаренко (“Лiдер”), Богдан Європiн (“Лiдер”), Чунг Кионг Нгу-
ен (“Лiдер”), Iван Косюк (“Лiдер”), Сава Степурiн (“Лiдер”), Iлля Бусов (ДОЛIФМП),
Владислав Вертелецький (УФМЛ), Данiїл Ратаров (“Лiдер”).

10 клас
I мiсце: Фонг Во Дiнь Тхань (ХФМЛ № 27).
II мiсце: Олег Нiколаєв (ХФМЛ № 27), Анастасiя Кучеренко (“Лiдер”).
III мiсце: Богдан Пастущак (ЛФМЛ), Андрiй Ошлянський (“Лiдер”), Тарас Жи-

ленко (ХФМЛ № 27), Ада Мелентьєва (“Лiдер”).

Умови задач
Олiмпiада

8 клас

8.1. На прямiй сидять двi бiлi та двi чорнi кiшки. Сума вiдстаней вiд бiлих кiшок
до однiєї чорної кiшки дорiвнює 4, а до iншої 8. Сума вiдстаней вiд чорних кiшок до
однiєї бiлої кiшки дорiвнює 3, а до iншої 9. Якi кiшки сидять крайнiми?
8.2. Чи можна покрити дошку розмiром 8 × 8 за допомогою 13 однакових п’ятиклi-
тинкових фiгурок? Фiгурки дозволяється як завгодно повертати та перевертати.
8.3. У турнiрi з квiдичу брали участь 8 команд, кожна зiграла з кожною iншою один
раз без нiчиїх. Довести, що iснують такi команди A,B,C,D, що команди A,B разом
та C,D разом набрали однакову кiлькiсть перемог.
8.4. Довести, що при кожному натуральному y рiвнiсть

НСК(x, y + 1) · НСК(x+ 1, y) = x(x+ 1)

виконується при нескiнченнiй кiлькостi натуральних значень x (тут НСК(a, b) — най-
менше спiльне кратне чисел a та b).
8.5. Нехай AD,BE — висоти, а CF — бiсектриса гострокутного нерiвнобедреного
трикутника ABC, причому AE + BD = AB. Позначимо IA, IB, IC точки перетину
бiсектрис трикутникiв AEF, BDF, CDE вiдповiдно. Довести, що точки D,E, F, IA, IB
та IC лежать на одному колi.

9 клас
9.1. Див. задачу 8.1.
9.2. Нехай x, y, z — такi дiйснi числа, що (x − z)(y − z) = x + y + z − 3. Довести, що
x2 + y2 + z2 ≥ 3.
9.3. Див. задачу 8.3.
9.4. Довести, що iснує натуральне число y таке, що рiвнiсть

НСК(x, y + 1) · НСК(x+ 1, y) = y(y + 1)

виконується принаймнi при 2014 натуральних значеннях x (тут НСК(a, b) — найменше
спiльне кратне чисел a та b).
9.5. Див. задачу 8.5.

10 клас
10.1. Див. задачу 9.2.
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10.2. На прямiй сидять двi бiлi та три чорнi кiшки. Сума вiдстаней вiд бiлих кiшок
до однiєї чорної кiшки дорiвнює 11, до другої 7, а до третьої 9. Сума вiдстаней вiд
чорних кiшок до однiєї бiлої кiшки дорiвнює 12, а до iншої 15. Якi кiшки можуть бути
крайнiми?
10.3. Див. задачу 9.4.
10.4. У турнiрi з квiдичу брали участь 25 команд, кожна зiграла з кожною iншою
один раз без нiчиїх. Довести, що iснують такi команди A,B,C,D,E, F, що команди
A,B разом, C,D разом та E,F разом набрали однакову кiлькiсть перемог.
10.5. Див. задачу 8.5.

Автори задач: В. Брайман (8.1=9.1∼10.2, 8.2, 8.4∼9.4=10.3, 8.5=9.5=10.5, 9.2=10.1),
О. Руденко (8.3=9.3), О. Толеснiков (10.4).

Математичний експрес (8-9 класи)
1 тур3

1.1. На дошцi були записанi числа 10, 18 i 26. Дозволялося додати два записаних
числа, вiдняти вiд цiєї суми третє, а результат записати на дошку замiсть того числа,
яке вiднiмалося. Пiсля багаторазового виконання такої операцiї на дошцi опинилися
три числа, найменше з яких дорiвнює 2014. Чому дорiвнюють два iнших числа?
1.2. У шаховому турнiрi брали участь учнi 8 та 9 класiв, причому учнiв 9 класу було
в 10 разiв бiльше, нiж учнiв 8 класу. Кожен учасник турнiру зустрiчався з будь-яким
iншим тiльки один раз. При пiдведеннi пiдсумкiв турнiру виявилося, що учнi 9 класу
набрали разом у 4,5 рази бiльше очок, нiж усi учнi 8 класу. Скiльки очок набрали учнi
8 класу (за перемогу у шахах дається одне очко, за нiчию — пiв-очка, а за поразку —
0 очок)?
1.3. Скiльки сторiн може мати опуклий многокутник, усi дiагоналi якого рiвнi?
1.4. Послiдовнiсть натуральних чисел {xn} будується за таким правилом: x1 = 2,
xn+1 = [1, 5xn] ([a] — цiла частина числа a).
а) Доведiть, що в послiдовностi {xn} нескiнченно багато непарних чисел.
б) Доведiть, що в послiдовностi {xn} нескiнченно багато парних чисел.

2 тур
2.1. У десятковому записi числа 20142015 закреслили першу цифру i додали її до
числа, що залишилося. З результатом проробили таку саму операцiю i т. д., доки не
отримали 10-цифрове число. Доведiть, що у записi цього числа є двi однаковi цифри.
2.2. Доведiть, що у коло радiуса 1 не можна помiстити без накладань два трикутники,
площа кожного з яких бiльша за 1.
2.3. Знайдiть усi простi числа p, для кожного з яких iснує натуральне число m таке,
що

√
m+

√
m+ p — теж натуральне число.

2.4. Додатнi числа a, b та c такi, що a+ b+ c = 1. Доведiть нерiвнiсть

1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b
≥ 2

1 + a
+

2

1 + b
+

2

1 + c
.

3На виконання завдань кожного туру командам вiдводиться 25 хвилин.
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3 тур
3.1. Яке найбiльше значення може набувати площа трикутника, сторони якого a, b i
c задовольняють умовам a ≤ 1, 1 ≤ b ≤ 2, 2 ≤ c < 3?
3.2. У десятковому записi деякого числа цифри розташованi злiва направо у порядку
спадання. Чи може це число бути кратним числу 111?
3.3. На дузi AB кола вiдмiтили довiльну точку M, через середину K вiдрiзка MB про-
вели пряму KP перпендикулярну прямiй MA. Доведiть, що всi прямi PK проходять
через одну точку.
3.4. Розв’яжiть у цiлих числах рiвняння 9x3 + 2 = y(y + 1).

Упорядники завдань: В. Полонський та М. Якiр.

Розв’язки та вказiвки.

Олiмпiада
8.1. Вiдповiдь: одна кiшка чорна, а iнша бiла.

Якби обидвi крайнi кiшки були бiлими, то суми вiдстаней вiд них до кожної з чорних
кiшок дорiвнювали би вiдстанi мiж бiлими кiшками, але за умовою цi суми є рiзними.
Аналогiчно крайнi кiшки не можуть обидвi бути чорними, тому вони мають рiзнi
кольори.

8.2. Вiдповiдь: можна.
Два з можливих прикладiв потрiбних покриттiв зображено на рис. 1.

Рис. 1.

8.3. I спосiб. Кожна команда здобула вiд 0 до 7 перемог. Розiб’ємо можливi ре-
зультати команд на пари 0 та 7, 1 та 6, 2 та 5, 3 та 4. Якщо команди показали обидва
результати з принаймнi двох пар, то iснують двi пари команд, якi набрали разом по 7
перемог. Якщо ж це не так, то 8 команд показали щонайбiльше 5 рiзних результатiв.
Тодi або iснують результати k та l, кожен з яких показали принаймнi двi команди, i
тодi можна утворити двi пари команд, якi набрали разом по k + l перемог, або iснує
результат k, який показали принаймнi чотири команди, i тодi можна утворити двi
пари команд, якi набрали разом по 2k перемог.

II спосiб. Нехай команди набрали a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a8 перемог. Покажемо, що серед
рiзниць a2 − a1, a3 − a2, . . . , a8 − a7 є принаймнi три однакових. Справдi, якщо це не
так, то a8 − a1 = (a8 − a7) + (a7 − a6) + . . . + (a2 − a1) ≥ 0 + 0 + 1 + 1 + 2 + 2 + 3 = 9,

4



що неможливо, бо a1 ≥ 0 та a8 ≤ 7. Отже, при деяких 1 ≤ i < j < k ≤ 7 маємо
ai+1 − ai = aj+1 − aj = ak+1 − ak, а тому ai + ak+1 = ai+1 + ak, причому ai, ai+1, ak, ak+1

— результати рiзних команд, бо k > j > i, а отже k > i+ 1.
8.4. Оскiльки НСК(x, y+1) ≥ x, НСК(x+1, y) ≥ x+1, то рiвнiсть з умови задачi

виконується тодi й лише тодi, коли x дiлиться на y + 1 та x + 1 дiлиться на y. Тому
достатньо покласти x = y2 − 1 + ky(y + 1), де k — довiльне цiле невiд’ємне число.

8.5. I спосiб. Нехай I, H — точки перетину бiсектрис та висот трикутника ABC,
K,L,M — точки дотику вписаного у трикутник ABC кола зi сторонами BC, AC, AB
вiдповiдно (рис. 3). Покажемо, що I є центром описаного кола трикутника DEF. Для
цього доведемо рiвнiсть прямокутних трикутникiв IDK, IEL та IFM.

Рис. 2. Рис. 3.

Оскiльки AL + BK = AE + BD = AB, то DK = EL. Тому трикутники IDK та
IEL рiвнi за двома катетами, зокрема ∠KID = ∠LIE. Звiдси

∠DIE = ∠KIL = 180◦ − ∠ACB = ∠DHE,

тому точки C,D,E,H, I лежать на одному колi. Але тодi

∠FIM = ∠ICH = ∠IEH = ∠EIL.

Отже, трикутники IFM та IEL рiвнi за катетом та гострим кутом, ID = IE = IF
та I — центр описаного кола трикутника DEF.

Також маємо ∠IDK = ∠IEL = ∠IFM, тому чотирикутники AEIF, BDIF та
CDIE є вписаними. Точка I є серединою дуги описаного кола трикутника AEF, тому
за теоремою про “тризуб” IIA = IE = IF. Отже, точка IA належить описаному колу
трикутника DEF. Аналогiчно цьому колу належать точки IB та IC .

II спосiб. Вiдмiтимо на AB таку точку X, що AX = AE, BX = BD (рис. 4). Кути
при основi рiвнобедрених трикутникiв AXE та BXD дорiвнюють

∠DXB = 1
2
(180◦ − ∠ABD) = 1

2
∠AED та ∠EXA = 1

2
(180◦ − ∠BAE) = 1

2
∠BDE

вiдповiдно. Нехай коло ω, описане навколо трикутника DEX, вдруге перетинає AB
у точцi Y (якщо це коло дотикається до AB, то покладемо Y = X). Покажемо, що
точки Y та F збiгаються.
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Справдi,

∠DEY = ∠DXB = 1
2
∠AED,

∠EDY = ∠EXA = 1
2
∠BDE,

тому DY та EY є бiсектрисами кутiв
∠BDE та ∠AED. Отже, Y є центром зов-
нiвписаного кола трикутника CDE, а тому
належить бiсектрисi кута ∠ACB, тобто збi-
гається з F.

Оскiльки ∠ICDF = ∠ICEF = 90◦ як
кути мiж бiсектрисами сумiжних кутiв, то
ICF — дiаметр кола ω. Далi,

Рис. 4.
∠EIAF + ∠EDF = (90◦ + 1

2
∠EAF ) + 1

2
(180◦ − ∠EAF ) = 180◦.

тому чотирикутник IAEDF вписаний, тобто точка IA належить колу ω. Аналогiчно
точка IB належить колу ω.

Зауваження. З II способу випливає, що твердження задачi залишається в силi,
якщо D та E — такi точки на сторонах BC та AC трикутника ABC вiдповiдно,
що чотирикутник AEDB є вписаним та AE + BD = AB. Оскiльки серединними
перпендикулярами до DX та EX є бiсектриси кутiв ∠ABC та ∠BAC вiдповiдно, то
у цьому бiльш загальному випадку центром кола ω, тобто центром описаного кола
трикутника DEF, теж є точка I.

9.2. Оскiльки за умовою xy − xz − yz − x− y = −z2 + z − 3, то

(x+ y − z − 1)2 =x2 + y2 + z2 + 2xy − 2xz − 2yz − 2x− 2y + 2z + 1 =

=(x2 + y2 + z2)− 2z2 + 4z − 5 = (x2 + y2 + z2)− 2(z − 1)2 − 3,

звiдки x2 + y2 + z2 = (x+ y − z − 1)2 + 2(z − 1)2 + 3 ≥ 3.
9.4. I спосiб. Оскiльки НСК(x, y+1) ≥ y+1, НСК(x+1, y) ≥ y, то рiвнiсть з умови

задачi виконується тодi й лише тодi, коли y + 1 дiлиться на x та y дiлиться на x+ 1.
Покажемо iндукцiєю за n ≥ 1, що при деякому y цi умови виконуються принаймнi
при n значеннях x. База iндукцiї: якщо y = 2 та x = 1, то 2 + 1 дiлиться на 1 та 2
дiлиться на 1 + 1. Нехай тепер iснують такi числа y та x1, x2, . . . , xn, що y дiлиться
на xk + 1 та y + 1 дiлиться на xk, 1 ≤ k ≤ n. Тодi число y(y + 2) дiлиться на xk + 1,
1 ≤ k ≤ n, та на y + 2, а число y(y + 2) + 1 = (y + 1)2 дiлиться на xk, 1 ≤ k ≤ n, та на
y + 1. Таким чином, для числа y′ = y(y + 2) умови виконуються при n+ 1 значеннях
x, а саме x1, . . . , xn та xn+1 = y + 1, iндукцiйний перехiд доведено.

II спосiб. Покладемо y = 22
2014 − 1 та покажемо, що рiвнiсть з умови задачi вико-

нується при xk = 22
k
, 0 ≤ k ≤ 2013. Справдi, число y + 1 = 22

2014 дiлиться на xk = 22
k
,

а число y = 22
2014 − 1 дiлиться на 22

k+1 − 1, а отже i на xk + 1 = 22
k
+ 1.

10.2. Вiдповiдь: обидвi кiшки чорнi або одна кiшка чорна, а iнша бiла.
Мiж бiлими кiшками знаходиться щонайбiльше одна чорна кiшка, бо iнакше суми
вiдстаней вiд бiлих кiшок до деяких з чорних кiшок були би рiвними, а за умовою це
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не так. Отже, обидвi крайнi кiшки не можуть бути бiлими. Неважко навести приклади
розташувань кiшок, якi задовольняють умову та для яких одна або двi крайнi кiшки
є чорними (рис. 5).

Рис. 5.

10.4. Якщо деякi 6 команд показали однаковий результат або деякi два результати
показали принаймнi по три команди, то твердження задачi очевидно виконується.
Надалi будемо вважати, що деякий результат у турнiрi повторюється щонайбiльше 5
разiв, а принаймнi 20 команд показали результати, якi повторюються щонайбiльше
двiчi.

З 20 команд можна утворити 20·19
2

= 190 пар, кожна з яких здобула вiд 1 до 47
перемог (справдi, пара команд не може набрати 0 або 48 перемог, оскiльки команди
пари принаймнi одну перемогу та принаймнi одну поразку здобули у грi мiж собою).
Тому знайдуться принаймнi 190

47
> 4, тобто принаймнi 5 пар команд, якi разом набрали

однакову кiлькiсть w перемог, проте цi пари можуть мiстити спiльнi команди. Пока-
жемо, що можна використати не менше половини цих пар так, щоб команди у парах
не повторювалися. Якщо a команд показали результат u ̸= w

2
та b команд показали

результат w−u, то з них можна утворити ab пар команд з результатом w, серед яких
знайдуться min(a, b) пар команд без спiльних команд у парах. Оскiльки a, b ≤ 2, то не-
важко перевiрити, що min(a, b) ≥ ab

2
. Якщо w парне та 2 команди показали результат

w
2
, то з них можна утворити єдину пару команд з результатом w, причому цю пару

теж можна використати. Отже, з 5 пар команд, якi разом набрали w перемог, можна
вибрати принаймнi 5

2
, тобто принаймнi 3 пари команд без спiльних команд у парах.

Зауваження. Подiбнi мiркування дозволяють довести таке бiльш загальне твер-
дження:

Нехай у турнiрi брали участь 4k2 − 6k + 4 команд, k ≥ 2, кожна зiграла з кожною
iншою один раз без нiчиїх. Тодi iснують 2k команд, якi можна розбити на пари так,
що команди кожної пари разом набрали однакову кiлькiсть перемог.

Доведення. Позначимо n кiлькiсть команд у турнiрi. Аналогiчно до розв’язання
задачi 10.4 достатньо розглянути випадок, коли деякий результат у турнiрi повторю-
ється щонайбiльше 2k − 1 разiв, а решта результатiв — щонайбiльше k − 1 разiв, бо
iнакше твердження очевидно виконується. Тодi можна видалити з розгляду k команд
так, щоб серед iнших n− k команд кожен результат зустрiчався не бiльше k− 1 разiв.

З n − k команд можна утворити (n−k)(n−k−1)
2

пар, кожна з яких здобула вiд 1 до
2n−3 перемог. Тому знайдуться принаймнi (n−k)(n−k−1)

2(2n−3)
пар команд, якi разом набрали

однакову кiлькiсть w перемог.
Оцiнимо, скiльки з цих пар можна використати так, щоб команди у парах не повто-

рювалися. Якщо a команд показали результат u ̸= w
2

та b команд показали результат
w − u, то з них можна утворити ab пар команд з результатом w, серед яких зна-
йдуться min(a, b) пар команд без спiльних команд у парах. Оскiльки a, b ≤ k − 1, то
min(a,b)

ab
= 1

max(a,b)
≥ 1

k−1
. Якщо w парне та 2 ≤ c ≤ k − 1 команд показали результат w

2
,
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то з них можна утворити c(c−1)/2 пар команд з результатом w, серед яких знайдуться
[c/2] пар команд без спiльних команд у парах, причому [c/2]

c(c−1)/2
≥ (c−1)/2

c(c−1)/2
= 1

c
≥ 1

k−1
.

Отже, можна використати принаймнi 1
k−1

частину вiд загальної кiлькостi команд, якi
разом набрали w перемог, тобто можна вибрати не менше за (n−k)(n−k−1)

2(2n−3)(k−1)
пар команд

без спiльних команд у парах. Залишилось перевiрити, що ця кiлькiсть бiльша за k−1,
тобто не менша за k. Справдi, при n = 4k2−6k+4 пiсля розкриття дужок та зведення
подiбних дiстаємо

(n− k)(n− k − 1)− 2(2n− 3)(k − 1)2 =

= (4k2 − 7k + 4)(4k2 − 7k + 3)−2(8k2 − 12k + 5)(k − 1)2 = (3k − 2)(k − 1) > 0,

що завершує доведення.

Математичний експрес
1.1. Вiдповiдь: 2022 та 2030.
Помiтимо, що 18 − 10 = 8 та 26 − 18 = 8. Покажемо, що в будь-який момент часу
одне з чисел на дошцi буде на 8 менше другого та на 8 бiльше третього. Справдi,
нехай ця властивiсть виконана, i на дошцi записанi числа x− 8, x, x+8. Якщо додати
два крайнi числа та вiдняти середнє, то трiйка чисел не змiниться. Якщо додати два
першi числа та вiдняти третє, то дiстанемо трiйку x− 8, x, x− 16, а якщо додати два
останнi числа та вiдняти перше, то дiстанемо трiйку x+ 16, x, x+ 6. У всiх випадках
зазначена властивiсть зберiгається, тому вона буде виконуватися пiсля кожного кроку.
Тому шуканi числа це 2014 + 8 = 2022 i 2022 + 8 = 2030.
1.2. Вiдповiдь: 10.
Нехай кiлькiсть учнiв 8 класу дорiвнює x, а кiлькiсть учнiв 9 класу — 10x. Кiлькiсть
всiх учасникiв турнiру — 11x, тому було зiграно 11x(11x−1)

2
партiй. Кiлькiсть очок,

набраних учнями 8 класу, дорiвнює 11x(11x−1)
2

· 2
11

= 11x2 − x. Кiлькiсть всiх зiграних
учнями 8 класу партiй дорiвнює x(x−1)

2
+10x2. Ця кiлькiсть не менша за кiлькiсть очок,

набраних учнями 8 класу, отже можна записати нерiвнiсть 11x2 − x ≤ x(x−1)
2

+ 10x2.
Звiдси x2 ≤ x, x ≤ 1, x = 1.
1.3. Вiдповiдь: 4 або 5.
У квадрата та правильного п’ятикутника всi дiагона-
лi рiвнi. Доведемо, що iнших опуклих многокутникiв
з усiма рiвними дiагоналями не iснує. Припустимо,
що всi дiагоналi опуклого многокутника A1A2 . . . An

рiвнi та n ≥ 6. Розглянемо опуклий чотирикутник
A1A2A4A5 (рис. 6). Сума його дiагоналей A1A4 i A2A5

бiльша за суму протилежних сторiн A2A4 i A1A5, що
неможливо, оскiльки за припущенням цi суми є рiв-
ними. Рис. 6.
1.4. Припустимо, що число xn є парним. Тодi його можна подати у виглядi xn = 2ma,
де a непарне та m ≥ 1. У такому випадку xn+1 = 2m−1(2a + a) = 2m−1a1, де число
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a1 є непарним. Звiдси випливає, що число xn+m є непарним. Припустимо тепер, що
число xn є непарним. Тодi його можна подати у виглядi xn = 2ma+1, де a непарне та
m ≥ 1. У такому випадку xn+1 = 2m−1(2a+a)+1 = 2m−1a1+1, де число a1 є непарним.
Звiдси випливає, що число xn+m є парним. Таким чином, пiсля кожного парного числа
в послiдовностi {xn} обов’язково зустрiнеться непарне, а пiсля кожного непарного —
парне. Тому в послiдовностi нескiнченно багато як парних, так i непарних чисел.
2.1. Оскiльки при кожнiй операцiї вiд числа вiднiмається число вигляду a(10k − 1),
то остача вiд дiлення на дев’ять не змiнюється. Отже, отримане 10-значне число не
дiлиться на дев’ять. З iншого боку, якщо всi його цифри є рiзними, то їх сума дорiвнює
0+1+ . . .+9 = 45, тобто дiлиться на дев’ять. Таким чином, серед цифр є двi однаковi.
2.2. Припустимо, що в колi радiуса 1 розмiстили два три-
кутники, площа яких бiльша за 1. Достатньо довести, що
обидва трикутника мiстять центр кола O. Доведемо, що
якщо трикутник ABC, розташований всерединi кола радi-
уса 1 та не мiстить центр кола, то його площа менша за
1. Справдi, для точки O, яка лежить поза трикутником,
знайдеться пряма, що проходить через двi вершини три-
кутника та вiддiляє цю точку вiд третьої вершини. Нехай
для визначеностi пряма AB роздiляє точки C та O (рис. 7).
Тодi hc < 1 та AB < 2, а отже S = hc · AB/2 < 1. Рис. 7.

2.3. Вiдповiдь: p — будь-яке непарне просте число.
Нехай p — непарне, тобто p = 2t + 1, де t — натуральне число. Тодi умова задачi
виконується при m = t2. Залишилося розглянути випадок p = 2. Нехай для деякого m
число

√
m+

√
m+ 2 є натуральним. Тодi

√
m+ 2 = y−m, тобто m+2 = y2−2y

√
m+m.

Отже,
√
m = y2−2

2y
— рацiональне число. Тодi

√
m — цiле число та

√
m+ 2 теж має

бути цiлим числом. Але квадратiв натуральних чисел, якi вiдрiзняються на 2, не iснує.
2.4. Скористаємося нерiвнiстю 1

x
+ 1

y
≥ 4

x+y
, яка виконується при всiх x, y ≥ 0. Можна

записати
1

b+ c
+

1

c+ a
≥ 4

b+ 2c+ a
,

1

c+ a
+

1

a+ b
≥ 4

c+ 2a+ b
,

1

a+ b
+

1

b+ c
≥ 4

a+ 2b+ c
.

Додаючи почленно цi нерiвностi, дiстанемо

2

b+ c
+

2

c+ a
+

2

a+ b
≥ 4

b+ 2a+ c
+

4

a+ 2b+ c
+

4

c+ 2b+ a
.

Залишилося роздiлити обидвi частини отриманої нерiвностi на 2 та врахувати, що
a+ b+ c = 1.
3.1. Вiдповiдь: 1.
Нехай кут мiж сторонами a та b дорiвнює α. Тодi для площi S трикутника маємо
S = ab sinα

2
≤ 1·2·1

2
= 1, причому S = 1 при α = 90◦. Помiтимо, що при α = 90◦, a = 1

та b = 2, третя сторона трикутника c =
√
5, що задовольняє умовi 2 ≤ c < 3.

3.2. Вiдповiдь: Не може.
Припустимо, що iснують числа, якi задовольняють умову та дiляться на 111. Нехай
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A — найменше серед них. Можливi два випадки: 1) Число A закiнчається нулем.
Закреслюючи його, ми дiстанемо менше число iз цифрами в порядку спадання, яке
теж дiлиться на 111, супречнiсть; 2) A закiнчується на ненульову цифру. Тодi число
A− 111 також кратне 111 i цифри в його записi розташованi в порядку спадання,
знову суперечнiсть.
3.3. Проведемо дiаметр AC та з’єднаємо точку B
з точкою C (рис. 8). Нехай пряма PK перетинає
пряму BC в точцi H. З’єднаємо точку M з точкою
C. Тодi ∠AMC = 90◦ як кут, що спирається на дi-
аметр. Отже, PH ⊥ AM та MC ⊥ AM, звiдки
PH ∥ MC. Пряма KH проходить через середину
сторони MB трикутника MBC паралельно сторонi
MC, тому KH — середня лiнiя трикутника BMC та
BH = HC. Оскiльки вiдрiзок BC не залежить вiд
положення змiнної точки M, то його середина фi-
ксована та всi прямi PK пройдуть через цю точку. Рис. 8.

3.4. Вiдповiдь: (0;−2), (0; 1).
Перепишемо рiвняння у виглядi 9x3 = (y−1)(y+2). Оскiльки числа y−1 та y+2 дають
однаковi остачi при дiленнi на 3, то кожне з них має дiлитися на 3. Нехай y − 1 = 3k,
де k — цiле число. Тодi y + 2 = 3k + 3. Маємо 9x3 = 3k(3k + 3), або x3 = k(k + 1).
Значення виразiв k та k + 1 — взаємно простi числа, а отже кожне з них має бути
кубом цiлого числа. Зрозумiло, що це можливо лише при k = −1 та k = 0.
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