
Âiñiìíàäöÿòèé Êè¨âñüêèé ìàòåìàòè÷íèé �åñòèâàëü

Âîëîäèìèð Áðàéìàí

1

òà Îëåêñié �óäåíêî

2

Ç 8 ïî 11 òðàâíÿ öüîãî ðîêó âiäáóâñÿ òðàäèöiéíèé Êè¨âñüêèé ìiæíàðîäíèé ìàòåìà-

òè÷íèé �åñòèâàëü äëÿ êîìàíä 8�10 êëàñiâ ó÷áîâèõ çàêëàäiâ ç ïîãëèáëåíèì âèâ÷åííÿì

ìàòåìàòèêè òà ïðèðîäíè÷èõ íàóê. Ôåñòèâàëü ïðîâîäèòüñÿ ïî÷èíàþ÷è ç 2002 ðîêó ç

iíiöiàòèâè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, �içèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó ÍÒÓÓ

�ÊÏI�, Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171 �Ëiäåð� òà çà ïiäòðèìêè Ïå÷åðñüêî¨ ðàéîííî¨

äåðæàâíî¨ àäìiíiñòðàöi¨ i �îëîâíîãî óïðàâëiííÿ îñâiòè i íàóêè ì. Êè¹âà. Ó÷àñíèêè

�åñòèâàëþ ïðîæèâàëè ó ñòóäåíòñüêîìó âiéñüêîâî-ñïîðòèâíîìó òàáîði �Ñîñíîâèé� ó

ìiñòi Óêðà¨íêà.

Öüîãî ðîêó ó �åñòèâàëi âçÿëè ó÷àñòü êîìàíäè Õàðêiâñüêîãî �içèêî-ìàòåìàòè÷íîãî

ëiöåþ �27, ÍÂÊ � 45 �Àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ� (ì. Õàðêiâ), Ëüâiâñüêîãî �içèêî-ìàòåìà-

òè÷íîãî ëiöåþ, �içèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ãiìíàçi¨ � 17 (ì. Âiííèöÿ), �içèêî-ìàòåìàòè÷íî¨

øêîëè � 42 iì. àêàäåìiêà I. Âåêóà (ì. Òáiëiñi, �ðóçiÿ), êè¨âñüêi êîìàíäè Óêðà¨íñüêî-

ãî �içèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëiöåþ, ëiöåþ �Íàóêîâà çìiíà�, ïðèðîäíè÷î-íàóêîâîãî ëiöåþ

� 145, ãiìíàçi¨ � 34 �Ëèáiäü� iì. Â. Ìàêñèìåíêà òà Êè¹âî-Ïå÷åðñüêîãî ëiöåþ � 171

�Ëiäåð�.

Îñîáëèâiñòþ �åñòèâàëþ ¹ íàñè÷åíà ìàòåìàòè÷íà � i íå òiëüêè � ïðîãðàìà: óñíà òà

ïèñüìîâà ìàòåìàòè÷íi îëiìïiàäè, �Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ�, �Ìàòåìàòè÷íà êàðóñåëü�,

ëåêöi¨ íàóêîâöiâ, îñîáèñòi òà êîìàíäíi êîíêóðñè ç �içèêè, çìàãàííÿ �Ùî? Äå? Êîëè?�,

åêñêóðñi¨ ïî ìiñòó òîùî.

Ïðîïîíó¹ìî Âàøié óâàçi ðåçóëüòàòè òà ìàòåðiàëè çìàãàíü �åñòèâàëþ.

Ïåðåìîæöi óñíî¨ îëiìïiàäè (10 êëàñ)

I ìiñöå: Äìèòðî �óäåíêî (�Ëiäåð�).

II ìiñöå: Iëëÿ Ëàçóðåíêî (ÕÔÌË �27), Ìèõàéëî Øòàíäåíêî (�Ëiäåð�).

III ìiñöå: Àíäðié Àáäóëà¹â (�Íàóêîâà çìiíà�), Àíòîí Âàõiòîâ (�Íàóêîâà çìiíà�),

Óñòèí Ñàõíþê (ÕÔÌË �27), �ëiá Ñîëîäæóê (ËÔÌË), Àíòîí Ëèñîéâàí (À� �45,

Õàðêiâ), Íàçàð Íåñòåðóê (ÔÌ� �17, Âiííèöÿ), Ìàêñèì Îáîçíèé (À� �45, Õàðêiâ),

Ìèõàéëî Ïàñi÷íèê (ËÔÌË).

Ïåðåìîæöi ïèñüìîâî¨ îëiìïiàäè

8 êëàñ

I ìiñöå: Ñâÿòîñëàâ Äåíèñêîâ (ÕÔÌË �27), �åîðãié Êîâàëü (ÕÔÌË �27), Âàäèì

Ïàøêîâñüêèé (ÕÔÌË �27), Þëiÿ Òàòàðiíîâà (ÕÔÌË �27).

II ìiñöå: Àðñåíié �àëàéäà (ÕÔÌË �27), Áîðèñ Òðåãóáåíêî (�Ëiäåð�), �ëèçàâå-

òà �îðîõ (ÏÍË �145), Àíòîí Êàìiíñüêèé (ÏÍË �145), Âëàäèñëàâ Ìàòâié÷óê (�Ëi-

äåð�), Äàíiåëü Ìàòóçêà (�Ëiäåð�), Àíòîí �àâðèëþê (�Íàóêîâà çìiíà�), Iðèíà �îíöîâ-

ñüêà (ËÔÌË), Ñî�iÿ Çàîçåðñüêà (À� �45, Õàðêiâ).

1

ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé �àêóëüòåò ÊÍÓ iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

2

Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè

1



III ìiñöå: Òèìóð Ñåìåëiíñüêèé (ÕÔÌË �27), �îêñîëàíà Iâàí÷óê (�Íàóêîâà çìi-

íà�), Àíäðié Âàëþõ (ÓÔÌË), Âàäèì �àññ¹¹â (ÕÔÌË �27), Àðòåì Ïiêîâåöü (ÕÔÌË

�27), Íàçàð Òõið (ËÔÌË), Þðié Ôåðåíäîâè÷ (ËÔÌË), �àäàí Øëàïàê (�Ëiäåð�),

Êîñòÿíòèí Øåì÷óê (�Ëiäåð�).

9 êëàñ

I ìiñöå: Äàíèëî �îöêiâñüêèé (ËÔÌË).

II ìiñöå: íå ïðèñóäæóâàëîñÿ.

III ìiñöå: Äìèòðî �îùóïêií (À� �45, Õàðêiâ), Äàíèëî Âîëîáó¹â (�Ëiäåð�), Äå-

ìåòðå �åëàøâiëi (ÔÌØ �42, Òáiëiñi, �ðóçiÿ), ßíà Êîëîäà÷ (�Ëiäåð�), Çàõàð Íàóìåöü

(�Ëiäåð�), Åëiíà Ñîñêiíà (�Ëiäåð�), Àíàñòàñiÿ Øâåöü (ËÔÌË).

10 êëàñ

I ìiñöå: Iëëÿ Ëàçóðåíêî (ÕÔÌË �27).

II ìiñöå: Àíäðié Àáäóëà¹â (�Íàóêîâà çìiíà�), �ëiá Ñîëîäæóê (ËÔÌË), Àíòîí

Ëèñîéâàí (À� �45, Õàðêiâ).

III ìiñöå: Ìèõàéëî Ïàñi÷íèê (ËÔÌË), Àðñåí Äîéíè÷êî (�Ëiäåð�), Àëiñà Áàêëàí

(�Ëiäåð�), Àíòîí Âàõiòîâ (�Íàóêîâà çìiíà�), Îëüãà Æóð (�Ëiäåð�), Äìèòðî �óäåíêî

(�Ëiäåð�), Ìèõàéëî Øòàíäåíêî (�Ëiäåð�).

Óìîâè çàäà÷

Îëiìïiàäà

8 êëàñ

1. Êåòÿã áóçêó ñêëàäà¹òüñÿ iç êâiòîê ç 4 àáî 5 ïåëþñòêàìè. Êiëüêiñòü êâiòîê òà çà-

ãàëüíà êiëüêiñòü ïåëþñòîê ¹ ïîâíèìè êâàäðàòàìè. ×è ìîæå êiëüêiñòü êâiòîê ç 4 ïå-

ëþñòêàìè äiëèòèñÿ íà êiëüêiñòü êâiòîê ç 5 ïåëþñòêàìè?

2. Ó òóðíiði áðàëè ó÷àñòü n ≥ 2 êîìàíä, êîæíà çiãðàëà ç êîæíîþ iíøîþ îäèí ðàç áåç

íi÷è¨õ. Çà ïîðàçêó êîìàíäà îòðèìó¹ 0 î÷îê, à çà ïåðåìîãó � ñòiëüêè î÷îê, ñêiëüêè ó

íå¨ äî öüîãî áóëî ïîðàçîê. Ïðè ÿêèõ n âñi êîìàíäè ìîãëè íàáðàòè îäíàêîâó êiëüêiñòü

î÷îê?

3. Íåõàé ABC � ðiâíîáåäðåíèé òðèêóòíèê, â ÿêîìó ∠BAC = 120◦, D � ñåðåäèíà BC,

DE � âèñîòà òðèêóòíèêà ADC, M � ñåðåäèíà DE. Äîâåñòè, ùî BM = 3AM.

4. Ïî êîëó ñòîÿòü 99 ãíîìiâ, äåÿêi ç íèõ íîñÿòü êàïåëþõè. Æîäíi ãíîìè ó êàïåëþõàõ

íå ñòîÿòü ïîðÿä òà ìiæ æîäíèìè ãíîìàìè ó êàïåëþõàõ íå ñòî¨òü ðiâíî 48 ãíîìiâ. ßêîþ

¹ íàéáiëüøà ìîæëèâà êiëüêiñòü ãíîìiâ ó êàïåëþõàõ?

5. ×è ìîæíà çàïîâíèòè êëiòèíêè òàáëèöi ðîçìiðó 2019× 2019 ïîïàðíî ðiçíèìè íàòó-
ðàëüíèìè ÷èñëàìè òàê, ùî ó êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó ðîçìiðó 1 × 2 àáî 2 × 1 áiëüøå
÷èñëî äiëèòüñÿ íà ìåíøå, à âiäíîøåííÿ íàéáiëüøîãî ÷èñëà ó òàáëèöi äî íàéìåíøîãî

íå ïåðåâèùó¹ 20194?

9 êëàñ

1. Äèâ. çàäà÷ó 8.1.

2. Äèâ. çàäà÷ó 8.2.

3. Íåõàé a, b, c ≥ 0 òà a+ b+ c ≥ 3. Äîâåñòè, ùî a4 + b3 + c2 ≥ a3 + b2 + c.
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4. Íåõàé D � ñåðåäèíà îñíîâè BC ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ABC, E � òî÷êà íà

ñòîðîíi AC òàêà, ùî ∠CDE = 60◦, M � ñåðåäèíà DE. Äîâåñòè, ùî ∠AME = ∠BMD.

5. Äèâ. çàäà÷ó 8.5.

10 êëàñ

1. Äèâ. çàäà÷ó 8.1.

2. Íåõàé a, b, c > 0 òà abc ≥ 1. Äîâåñòè, ùî a4 + b3 + c2 ≥ a3 + b2 + c.

3. Ó òóðíiði áðàëè ó÷àñòü 2n, n ≥ 2, êîìàíä, êîæíà çiãðàëà ç êîæíîþ iíøîþ îäèí

ðàç áåç íi÷è¨õ. Çà ïîðàçêó êîìàíäà îòðèìó¹ 0 î÷îê, à çà ïåðåìîãó � ñòiëüêè î÷îê,

ñêiëüêè ó íå¨ äî öüîãî áóëî ïîðàçîê. Ïðè ÿêèõ n âñi êîìàíäè ìîãëè íàáðàòè îäíàêîâó

íåíóëüîâó êiëüêiñòü î÷îê?

4. Äèâ. çàäà÷ó 9.4.

5. ×è ìîæíà çàïîâíèòè êëiòèíêè òàáëèöi ðîçìiðó 2019× 2019 ïîïàðíî ðiçíèìè íàòó-
ðàëüíèìè ÷èñëàìè òàê, ùî ó êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó ðîçìiðó 1 × 2 àáî 2 × 1 áiëüøå
÷èñëî äiëèòüñÿ íà ìåíøå, à âiäíîøåííÿ íàéáiëüøîãî ÷èñëà ó òàáëèöi äî íàéìåíøîãî

íå ïåðåâèùó¹ 2019?

Àâòîðè çàäà÷: Â. Áðàéìàí (8.1=9.1=10.1, 8.2=9.2∼10.3, 8.3∼9.4=10.4), Â. Áðàéìàí
òà Î. Òîëåñíiêîâ (8.5=9.5), Î. �óäåíêî (8.4, 9.3∼10.2), Î. Òîëåñíiêîâ (10.5).

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà (10 êëàñ)

1. Ìíîæèíà {1, 2, 3, . . . , 10} ðîçäiëåíà íà òðè ïiäìíîæèíè A, B òà C. Äëÿ êîæíî¨

ïiäìíîæèíè îá÷èñëèëè ñóìó ¨¨ åëåìåíòiâ, äîáóòîê ¨¨ åëåìåíòiâ òà çàãàëüíó ñóìó öè�ð

¨¨ åëåìåíòiâ. ×è ìîãëî òàê ñòàòèñü, ùî A ìà¹ ñòðîãî íàéáiëüøó ñóìó åëåìåíòiâ, B �

ñòðîãî íàéáiëüøèé äîáóòîê, à C � ñòðîãî íàéáiëüøó ñóìó öè�ð?

2. Çíàéäiòü óñi äiéñíi a, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ �óíêöiÿ f : R → R, ÿêà íå ¹ êîíñòàíòîþ òà

äëÿ âñiõ äiéñíèõ çíà÷åíü x çàäîâîëüíÿ¹ îäíî÷àñíî ñïiââiäíîøåííÿì f(ax) = a2f(x) òà
f(f(x)) = af(x).
3. Àëiíà òà Ñàøêî ãðàþòü ó òàêó ãðó. Âîíè ïî ÷åðçi çàïèñóþòü íà äîøöi íàòóðàëüíi

÷èñëà âiä 1 äî 5, ïðè÷îìó Àëiíà ðîáèòü ïåðøèé õiä. �ðà çàêií÷ó¹òüñÿ, êîëè íà äîøöi

áóäå ðiâíî n ÷èñåë. ßêùî ¨õ ñóìà äiëèòüñÿ íà 9, òî âèãðà¹ì Ñàøêî, ÿêùî íå äiëèòüñÿ

� Àëiíà. Çíàéäiòü óñi íàòóðàëüíi n, çà ÿêèõ Àëiíà ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïåðåìîãó.

4. Ó òðèêóòíèêó ABC (AB < AC) áiñåêòðèñà êóòà A ïåðåòèíà¹ îïèñàíå êîëî òðèêó-

òíèêà â òî÷öi D. Ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð âiäðiçêà AC ïåðåòèíà¹ áiñåêòðèñó çîâíi-

øíüîãî äî BAC êóòà ó òî÷öi E. Äîâåäiòü, ùî ñåðåäèíà AB ëåæèòü íà îïèñàíîìó êîëi

òðèêóòíèêà ADE.

5. Íàçâåìî ï'ÿòiðêó öiëèõ ÷èñåë ïåðåñòàâíîþ, ÿêùî ¨¨ åëåìåíòè ìîæíà ïîçíà÷èòè a, b,

c, d, e â äåÿêîìó ïîðÿäêó òàê, ùî a−b+c−d+e = 171. Çíàéäiòü óñi âïîðÿäêîâàíi íàáîðè
ç 2019 öiëèõ ÷èñåë n1, n2, . . . , n2019 òàêi, ùî ïðè ðîçìiùåííi ¨õ ïî êîëó çà ãîäèííèêîâîþ

ñòðiëêîþ äîâiëüíi ï'ÿòü ÷èñåë, ÿêi éäóòü ïîñïiëü, óòâîðþþòü ïåðåñòàâíó ï'ÿòiðêó.

6. Òðè ïîïàðíî ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà a, b i c, äå ÍÑÄ(a, b, c) = 1, çàäîâîëüíÿþòü
óìîâàì (b− c)2 äiëèòüñÿ íà a, (a− c)2 äiëèòüñÿ íà b òà (a− b)2 äiëèòüñÿ íà c. Äîâåäiòü,

ùî íå iñíó¹ íåâèðîäæåíîãî òðèêóòíèêà çi ñòîðîíàìè a, b i c.

Óïîðÿäíèê çàâäàíü: I. Ìàðòþøîâà.
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Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ (8-9 êëàñè)

3

1 òóð

4

1.1. Äiàãîíàëi òðàïåöi¨ ç îñíîâàìè a òà b âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi. Çíàéäiòü íàéáiëü-

øå ìîæëèâå çíà÷åííÿ âèñîòè òðàïåöi¨.

1.2. Âiäîìî, ùî abc 6= 0, a
b
+ b

c
+ c

a
= 5 òà a

c
+ c

b
+ b

a
= 6. Çíàéäiòü a3

b3
+ b3

c3
+ c3

a3
.

1.3. Ó øàõîâîìó òóðíiði áðàëè ó÷àñòü ó÷íi 8 òà 9 êëàñiâ, ïðè÷îìó ó÷íiâ 9 êëàñó áóëî

â 10 ðàçiâ áiëüøå, íiæ ó÷íiâ 8 êëàñó. Êîæåí ó÷àñíèê òóðíiðó çóñòði÷àâñÿ ç áóäü-ÿêèì

iíøèì òiëüêè îäèí ðàç. Ïðè ïiäâåäåííi ïiäñóìêiâ òóðíiðó âèÿâèëîñÿ, ùî ó÷íi 9 êëàñó

íàáðàëè ðàçîì ó 4,5 ðàçè áiëüøå î÷îê, íiæ óñi ó÷íi 8 êëàñó. Ñêiëüêè î÷îê íàáðàëè ó÷íi

8 êëàñó (çà ïåðåìîãó ó øàõàõ äà¹òüñÿ îäíå î÷êî, çà íi÷èþ � ïiâ-î÷êà, à çà ïîðàçêó �

0 î÷îê)?

1.4. Ñêiëüêè òî÷íèõ êâàäðàòiâ ìiñòèòüñÿ ñåðåä ÷èñåë

à) 2k + 4k, k ∈ N; á) 2k + 4m, k,m ∈ N?
2 òóð

2.1. Çíàéòè âñi ïàðè ÷èñåë (x, y), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

√
x2 + 1 +

√

y2 + 1 = x2 + y2 + 2.

2.2. Âñåðåäèíi êóòà ABC îáðàíî òî÷êó D, à íà âiäðiçêàõ BA i BC îáðàíî òî÷êè X

i Y âiäïîâiäíî òàê, ùî ∠AXD = ∠BXY i ∠CYD = ∠BYX. Çíàéäiòü ãðàäóñíó ìiðó

êóòà XDY, ÿêùî ∠ABC = 20◦.
2.3. Äîâåäiòü, ùî æîäåí ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi

an =
[

√

n(n + 2)(n+ 4)(n+ 6)
]

, n ∈ N,

íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà 7. Òóò [x] � íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ÿêå íå ïåðåâèùó¹ x.

2.4. ×è iñíó¹ ìíîãî÷ëåí P (x) ç öiëèìè êîå�iöi¹íòàìè, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ òàêi

óìîâè: 1) âiëüíèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ 2019; 2) ÷èñëà 1 i −1 ¹ éîãî êîðåíÿìè; 3)
iñíó¹ òàêå x0 ∈ Z, ùî P (x0) = 2018?

3 òóð

3.1. Äåñÿòêîâèé çàïèñ êîæíîãî iç ÷èñåë 2n i 5n (n ∈ N) ïî÷èíà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ é òi¹¨ æ
öè�ðè. Çíàéäiòü öþ öè�ðó.

3.2. Äîäàòíi ÷èñëà a, b òà c òàêi, ùî a + b+ c = 1. Äîâåäiòü íåðiâíiñòü

1

b+ c
+

1

c + a
+

1

a+ b
≥ 2

1 + a
+

2

1 + b
+

2

1 + c
.

3.3. Òðèêóòíèê ABC âïèñàíèé â êîëî. Òî÷êè A1, B1 òà C1 äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíi

òî÷êàì A,B òà C âiäïîâiäíî. Òî÷êè M1, M2 òà M3 � ñåðåäèíè ñòîðií BC,AC òà BA

âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî ïðÿìi A1M1, B1M2 òà C1M3 ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíié òî÷öi.

3

Åêñïðåñ áóëî ïðèñâÿ÷åíî ïàì'ÿòi Â. Ïîëîíñüêîãî (1957�2019). Çàäà÷i çàïîçè÷åíi ç åêñïðåñiâ �å-

ñòèâàëiâ 2004�2014 ðîêiâ, óïîðÿäíèêàìè çàâäàíü ÿêèõ áóëè Â. Ïîëîíñüêèé òà Ì. ßêið.

4

Íà âèêîíàííÿ çàâäàíü êîæíîãî òóðó êîìàíäàì âiäâîäèòüñÿ 25 õâèëèí.
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3.4. Çíàéäiòü óñi ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë {an} òàêèõ, ùî a1 = 1 òà äëÿ áóäü-
ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü am+n = am + an +mn.

�îçâ'ÿçêè òà âêàçiâêè.

Îëiìïiàäà

8.1. Âiäïîâiäü: íi.

Íåõàé ó êåòÿçi a êâiòîê ç 5 ïåëþñòêàìè òà na êâiòîê ç 4 ïåëþñòêàìè. Òîäi (n+ 1)a òà
(4n + 5)a ¹ êâàäðàòàìè, à îòæå ¨õ äîáóòîê (n + 1)(4n + 5)a2 òåæ ¹ êâàäðàòîì. Òîìó

(n+1)(4n+5) ¹ êâàäðàòîì, à îñêiëüêè âèðàçè ó äóæêàõ ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òî êîæåí
ç íèõ ¹ êâàäðàòîì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíi íàòóðàëüíi ÷èñëà 4n+ 4 òà 4n+ 5
¹ êâàäðàòàìè, ùî íåìîæëèâî.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî (n+1)(4n+5) íå ¹ êâàäðàòîì, òàêîæ ìîæíà

ïîìiòèòè, ùî

(2n+ 2)2 = 4n2 + 8n+ 4 < (n + 1)(4n+ 5) = 4n2 + 9n+ 5 < 4n2 + 12n+ 9 = (2n+ 3)2.

8.2. Âiäïîâiäü: ïðè âñiõ n ≥ 2.
Ïîêàæåìî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó n ≥ 2 âñi êîìàíäè ìîãëè íàáðàòè ïî 0 î÷îê. Çàíóìå-

ðó¹ìî êîìàíäè. Íåõàé ñïî÷àòêó ïåðøà êîìàíäà ïðîãðàëà âñiì êîìàíäàì ç áiëüøèìè

íîìåðàìè, ïîòiì äðóãà êîìàíäà ïðîãðàëà âñiì êîìàíäàì ç áiëüøèìè íîìåðàìè i òàê

äàëi. Òîäi êîæíà êîìàíäà æîäíîãî ðàçó íå âèãðàâàëà ïiñëÿ ïåðøî¨ ïîðàçêè, à òîìó

íàáðàëà 0 î÷îê.

8.3. I ñïîñiá. Íåõàé F � ñåðåäèíà AC òà G � ñåðåäèíà CF (ðèñ. 1). Òðèêóòíèê

ADF ðiâíîñòîðîííié, òîìó éîãî âèñîòà DE ¹ ìåäiàíîþ. Îòæå, E � ñåðåäèíà AF,

òîáòî AE = EF = FG = GC. Îñêiëüêè FM � ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà EDG,

òî FM ‖ GD òà GD = 2FM, à îñêiëüêè GD � ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà FBC, òî

GD ‖ FB òà FB = 2GD. Òàêèì ÷èíîì, F − M − B � îäíà ïðÿìà òà FB = 4FM.

Çâiäñè BM = 3FM. Ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè AEM òà FEM ðiâíi çà äâîìà êàòåòàìè,

îòæå FM = AM òà BM = 3AM.

II ñïîñiá. Íåõàé K � ñåðåäèíà BE òà T � òî÷êà ïåðåòèíó ìåäiàí BM òà DK òðè-

êóòíèêà BDE (ðèñ. 2). ÒîäiDK � ñåðåäíÿ ëiíiÿ òðèêóòíèêà BCE, çâiäêè DK = 1
2
CE

òà DK ‖ CE, òîáòî DK ⊥ DE. Îñêiëüêè AED òà EDC � ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè

ç êóòîì 30◦, òî CE =
√
3DE òà DE =

√
3AE. Òîìó CE = 3AE òà DT = 2

3
DK =

1
3
CE = AE. Ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè AEM òà TDM ðiâíi çà äâîìà êàòåòàìè, îòæå

AM = TM = 1
3
BM.

�èñ. 1. �èñ. 2.

8.4. Âiäïîâiäü: 33 ãíîìè.

Íåõàé ïî êîëó ïîñëiäîâíî ñòîÿòü ãíîìè A1, A2, . . . , A99. Ïåðåñòàâèìî ãíîìiâ òàê, àáè
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ãíîìè, ìiæ ÿêèìè ñòîÿëî ðiâíî 48 ãíîìiâ, ñòàëè ñóñiäàìè:

A1, A50, A99, A49, A98, . . . , A53, A3, A52, A2, A51.

Òåïåð áóäü-ÿêi ãíîìè, ÿêi ðàíiøå ñòîÿëè ïîðÿä, ñòîÿòü ÷åðåç îäíîãî. Ïiñëÿ ïåðåñòàíîâ-

êè æîäíi ãíîìè ó êàïåëþõàõ íå ñòîÿòü ïîðÿä òà ìiæ æîäíèìè ãíîìàìè ó êàïåëþõàõ

íå ñòî¨òü ðiâíî îäèí ãíîì. Òîìó ñåðåä áóäü-ÿêèõ òðüîõ ñóñiäíiõ ãíîìiâ ùîíàéáiëüøå

îäèí ãíîì íîñèòü êàïåëþõ, òîáòî ãíîìiâ ó êàïåëþõàõ íå áiëüøå 33. �íîìiâ ó êàïå-

ëþõàõ ìîæå áóòè ðiâíî 33, ÿêùî ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè êàïåëþõ íîñèòü êîæåí òðåòié

ãíîì.

8.5. Âiäïîâiäü: òàê.

�îç�àðáó¹ìî êëiòèíêè òàáëèöi ó øàõîâîìó ïîðÿäêó òàê, ùî êóòîâi êëiòèíêè ÷îð-

íi. Òàáëèöÿ ìiñòèòü k ÷îðíèõ òà k − 1 áiëèõ êëiòèíîê, äå k = 20192+1
2

. Ïîêëàäåìî

N = ÍÑÊ(2, 3, . . . , k) i çàïîâíèìî ÷îðíi êëiòèíêè ÷èñëàìè N, 2N, . . . , kN, à áiëi êëi-

òèíêè ÷èñëàìè

N
2
, N

3
, . . . , N

k
ó äîâiëüíîìó ïîðÿäêó. Òîäi óìîâà çàäà÷i âèêîíó¹òüñÿ,

îñêiëüêè êîæíå ÷èñëî ó ÷îðíié êëiòèíöi äiëèòüñÿ íà êîæíå ÷èñëî ó áiëié êëiòèíöi

òà âiäíîøåííÿ íàéáiëüøîãî ÷èñëà ó òàáëèöi äî íàéìåíøîãî äîðiâíþ¹ k2 < 20194.
9.3. Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi a3(a− 1) + b2(b− 1) + c(c− 1) ≥ 0, àáî

(a3 − 1)(a− 1) + (b2 − 1)(b− 1) + (c− 1)2 + (a+ b+ c− 3) ≥ 0.

Àëå (a3 − 1)(a − 1) ≥ 0, îñêiëüêè âèðàçè ó äóæêàõ çàâæäè ìàþòü îäíàêîâèé çíàê,

àíàëîãi÷íî (b2− 1)(b− 1) ≥ 0 òà (c− 1)2 ≥ 0. Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî a+ b+ c ≥ 3
çà óìîâîþ.

9.4. Âiäìiòèìî íà ïðÿìié AD òàêó òî÷êó F, ùî

CF ‖ DE. Íåõàé G � ñåðåäèíà CF (ðèñ. 3). Ïðè ãîìîòåòi¨,

ÿêà ïåðåâîäèòü òðèêóòíèê ADE ó òðèêóòíèê AFC, òî÷êà

M ïåðåõîäèòü ó òî÷êó G, îòæå A −M − G � îäíà ïðÿìà

òà ∠AME = ∠GMD ÿê âåðòèêàëüíi êóòè. Îñêiëüêè G �

ñåðåäèíà ãiïîòåíóçè CF ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà CDF,

â ÿêîìó ∠FCD = ∠CDE = 60◦, òî CDG � ðiâíîñòîðîííié

òðèêóòíèê. Òîìó GD = CD = BD. Òàêîæ

∠MDG = ∠MDC + ∠CDG = 60◦ + 60◦ = 120◦

òà ∠MDB = 180◦ − ∠CDE = 120◦. Îòæå, òðèêóòíèêè
MDG òà MDB ðiâíi çà äâîìà ñòîðîíàìè òà êóòîì ìiæ

íèìè. Çâiäñè ∠BMD = ∠GMD = ∠AME.
�èñ. 3.

10.2. I ñïîñiá. Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi a3(a− 1) + b2(b− 1) + c(c− 1) ≥ 0,
àáî

(a3 − 1)(a− 1) + (b2 − 1)(b− 1) + (c− 1)2 + (a+ b+ c− 3) ≥ 0.

Àëå (a3 − 1)(a − 1) ≥ 0, îñêiëüêè âèðàçè ó äóæêàõ çàâæäè ìàþòü îäíàêîâèé çíàê,

àíàëîãi÷íî (b2 − 1)(b− 1) ≥ 0 òà (c− 1)2 ≥ 0. Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî a+ b+ c ≥
3 3
√
abc ≥ 3 çà íåðiâíiñòþ Êîøi.
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II ñïîñiá. Çà íåðiâíiñòþ Êîøi

42a4 + 4b3 + 6c2

52
≥ 52

√
a168b12c12 ≥ 52

√
a156 = a3,

3a4 + 30b3 + 6c2

39
≥ 39

√
a12b90c12 ≥ 39

√
b78 = b2,

3a4 + 4b3 + 19c2

26
≥ 26

√
a12b12c38 ≥ 26

√
c26 = c.

Çàëèøà¹òüñÿ äîäàòè öi íåðiâíîñòi.

10.3. Âiäïîâiäü: ïðè âñiõ n ≥ 2.
I ñïîñiá. Áóäåìî çàïèñóâàòè ðåçóëüòàò âèñòóïó êîìàíäè ó òóðíiði ÿê ïîñëiäîâíiñòü

ëiòåð Â (�âèãðàø�) i Ï (�ïðîãðàø�). Çàíóìåðó¹ìî êîìàíäè i ïîêàæåìî iíäóêöi¹þ çà

n, ùî 2n êîìàíä ìîãëè çiãðàòè òàê, ùî ðåçóëüòàò êîæíî¨ êîìàíäè ç íåïàðíèì íîìå-

ðîì ìà¹ âèãëÿä ÂÏÂ...ÏÂ, à êîæíî¨ êîìàíäè ç ïàðíèì íîìåðîì � ÏÂÏ...ÂÏ. Áàçà

iíäóêöi¨: n = 1, ïåðøà êîìàíäà âèãðà¹ ó äðóãî¨. Ïðè n > 1 íåõàé ñïî÷àòêó ïåðøà

êîìàíäà âèãðà¹ ó äðóãî¨, ïðîãðà¹ òðåòié, âèãðà¹ ó ÷åòâåðòî¨, ..., ïðîãðà¹ (2n− 1)-é òà
âèãðà¹ ó 2n-¨, à ïîòiì äðóãà êîìàíäà âèãðà¹ ó òðåòüî¨, ïðîãðà¹ ÷åòâåðòié, ..., âèãðà¹ ó

(2n− 1)-¨ òà ïðîãðà¹ 2n-é. Òåïåð ðåçóëüòàòè ïåðøî¨ òà äðóãî¨ êîìàíä öå ÂÏÂ...ÏÂ òà

ÏÂÏ...ÂÏ âiäïîâiäíî, ðåçóëüòàòè iíøèõ êîìàíä ç íåïàðíèìè íîìåðàìè ïî÷èíàþòüñÿ

ç ÂÏ, à iíøèõ êîìàíä ç ïàðíèìè íîìåðàìè � ç ÏÂ. Çàëèøèëîñÿ ïðîâåñòè âñi ìàò÷i

ìiæ 2n− 2 êîìàíäàìè ç íîìåðàìè âiä 3 äî 2n òàê, àáè êîìàíäè ç íåïàðíèì íîìåðîì

çäîáóëè ðåçóëüòàò ÂÏÂ...ÏÂ, à êîìàíäè ç ïàðíèì íîìåðîì � ÏÂÏ...ÂÏ. Öå ìîæëèâî

çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨.

Ó íàâåäåíîìó òóðíiði âñi êîìàíäè íàáåðóòü îäíàêîâó êiëüêiñòü î÷îê. Ñïðàâäi, êî-

æåí ç ðåçóëüòàòiâ ÂÏÂ...ÏÂ òà ÏÂÏ...ÂÏ äà¹ òàêó æ êiëüêiñòü î÷îê, ÿê ÏÂ...ÏÂ (2n−2
ëiòåðè), áî Â íà ïî÷àòêó òà Ï ó êiíöi íå âïëèâàþòü íà íàáðàíi î÷êè. Çàëèøèëîñÿ çà-

óâàæèòè, ùî ïðè n > 1 öÿ êiëüêiñòü áóäå íåíóëüîâîþ.
II ñïîñiá. Äîâåäåìî, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó N ≥ 4 ó òóðíiði çà ó÷àñòþ N êîìàíä âñi

êîìàíäè ìîæóòü íàáðàòè ïî 1 î÷êó. Íåõàé øóêàíi òóðíiðè iñíóþòü ïðè N = 4 òà ïðè
N = k. Ïîêàæåìî, ùî òîäi øóêàíèé òóðíið òàêîæ iñíó¹ ó âèïàäêó N = k + 4 êîìàíä.
Íåõàé ñïî÷àòêó k êîìàíä ïðîâåäóòü óñi iãðè ìiæ ñîáîþ òà íàáåðóòü ïî 1 î÷êó. Ïîòiì

öi k êîìàíä ïðîãðàþòü óñi ìàò÷i iíøèì 4 êîìàíäàì. Ïðè öüîìó æîäíà êîìàíäà íå

íàáåðå î÷îê òà iíøi 4 êîìàíäè íå çäîáóäóòü æîäíî¨ ïîðàçêè. Íàðåøòi, iíøi 4 êîìàíäè

ìîæóòü ïðîâåñòè âñi iãðè ìiæ ñîáîþ òà íàáðàòè ïî 1 î÷êó.

Çàëèøà¹òüñÿ íàâåñòè ïðèêëàäè øóêàíèõ òóðíiðiâ äëÿN = 4, 5, 6, 7. Çâiäñè çà ïðèí-
öèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âèïëèâàòèìå, ùî òàêi òóðíiðè iñíóþòü ïðè âñiõ N ≥ 4.

Çàíóìåðó¹ìî êîìàíäè òà áóäåìî ïîçíà÷àòè ij ãðó, â ÿêié êîìàíäà ç íîìåðîì i

âèãðàëà ó êîìàíäè ç íîìåðîì j. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî øóêàíi òóðíiðè ìîæóòü
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âiäáóâàòèñÿ, ÿê ïîêàçàíî ó òàáëèöi.

N Ïîðÿäîê ïðîâåäåííÿ i ðåçóëüòàòè ìàò÷iâ

4 12, 23, 31, 42, 14, 43.
5 12, 23, 31, 42, 52, 43, 53, 14, 45, 51.
6 12, 23, 52, 62, 14, 42, 34, 54, 64, 13, 53, 65, 51, 16, 63.
7 12, 23, 52, 62, 72, 34, 53, 63, 73, 42, 13, 54, 64, 74, 71, 57, 14, 65, 51, 76, 61.

10.5. Âiäïîâiäü: òàê.

Çðîçóìiëî, ùî äîñòàòíüî ñïî÷àòêó çàïîâíèòè òàáëèöþ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè òàê,

àáè ó êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó ç äâîõ êëiòèíîê âiäíîøåííÿ áiëüøîãî ÷èñëà äî ìåíøîãî

áóëî öiëèì, à ïîòiì äîìíîæèòè âñi ÷èñëà ó òàáëèöi íà ¨õ ñïiëüíèé çíàìåííèê.

�îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi {an, n ≥ 1} òà {bn, n ≥ 1}, çàäàíi òàêèì ÷èíîì:

a1 = b1 = 1, an+1 =

{

3an, ÿêùî an ≤ 1,
an
2
, ÿêùî an > 1,

bn+1 =

{

7bn, ÿêùî bn ≤ 1,
bn
5
, ÿêùî bn > 1.

Çàïèøåìî ó êëiòèíêó íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà òàáëèöi ÷èñëî aibj . Ó

êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó ðîçìiðó 1×2 ñòîÿòü ÷èñëà âèãëÿäó aibj òà aibj+1, à ó êîæíîìó

ïðÿìîêóòíèêó 2×1� ÷èñëà âèãëÿäó aibj òà ai+1bj . Âiäíîøåííÿ áiëüøîãî ç öèõ ÷èñåë äî

ìåíøîãî äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ñóñiäíiõ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {bn} àáî {an} âiäïîâiäíî,
à îòæå ¹ öiëèì. Çàóâàæèìî, ùî çà ïîáóäîâîþ

1
2
< an ≤ 3 òà

1
5
< bn ≤ 7 ïðè âñiõ

n ≥ 1. Òîìó âñi ÷èñëà ó òàáëèöi íå ìåíøi çà 1
2
· 1
5
= 1

10
òà íå áiëüøi çà 3 · 7 = 21. Îòæå,

âiäíîøåííÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë ó òàáëèöi íå ïåðåâèùó¹ 10 · 21 = 210 < 2019. Çàëèøèëîñÿ
ïåðåâiðèòè, ùî âñi ÷èñëà ó òàáëèöi ¹ ðiçíèìè. Ïîìiòèìî, ùî ó êëiòèíöi íà ïåðåòèíi

i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ñòî¨òü ÷èñëî âèãëÿäó 3x·7y

2z ·5t
, äå x+z = i−1 òà y+ t = j−1.

�içíèì êëiòèíêàì âiäïîâiäàþòü ðiçíi ÷åòâiðêè (x, y, z, t), à îòæå i ðiçíi ÷èñëà.

Óñíà ìàòåìàòè÷íà îëiìïiàäà

1. Âiäïîâiäü: òàê.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî óìîâà çàäà÷i âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïiäìíîæèí A = {1, 9, 10}, B =
{2, 4, 5, 6} òà C = {3, 7, 8}.

2. Âiäïîâiäü: a = 0 àáî a = 1.
Ïåðåòâîðèìî âèðàç f(f(f(x))) äâîìà ñïîñîáàìè:

f(f(f(x))) = af(f(x)) = a2f(x) i f(f(f(x))) = f(af(x)) = a2f(f(x)) = a3f(x).

Îòæå, äëÿ âñiõ x ∈ R ìà¹ìî a2f(x) = a3f(x), à îñêiëüêè f(x) 6≡ 0, òî a2 = a3, çâiäêè

a = 0 àáî a = 1. Äëÿ a = 1 óìîâó î÷åâèäíî çàäîâîëüíÿ¹ �óíêöiÿ f(x) = x. Äëÿ a = 0

îäíi¹þ ç ìîæëèâèõ �óíêöié ¹ f(x) =

{

2 ïðè x = 1,
0 ïðè x 6= 1.

3. Âiäïîâiäü: óñi n, ÿêi íå äiëÿòüñÿ íà 6.
Íåõàé sk � ñóìà ÷èñåë ïiñëÿ k-ãî õîäó òà rk � îñòà÷à âiä äiëåííÿ sk íà 9.
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ßêùî Àëiíà ðîáèòü îñòàííié õiä, òî î÷åâèäíî âîíà âèãðà¹, çðîáèâøè òàê, ùî rn 6= 0.
Îòæå, ïðè íåïàðíèõ n Àëiíà ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïåðåìîãó.

Ïîêàæåìî òàêîæ, ùî âîíà ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ïðè ïàðíèõ n, íå êðàòíèõ 6,

òîáòî ïðè n = 6m + 2 àáî n = 6m + 4. Ïåðøèì õîäîì Àëiíà ïèøå ÷èñëî 3, à ïîòiì

ÿêùî Ñàøêî ïèøå d, òî Àëiíà ó âiäïîâiäü ïèøå ÷èñëî 6− d. Ïðè n = 6m+2 äiñòà¹ìî
s6m+1 = 3 + 6 · 3m, òîìó r6m+1 = 3 i Ñàøêî íå çìîæå îñòàííiì õîäîì îòðèìàòè ÷èñëî,

êðàòíå 9. ßêùî æ n = 6m + 4, òî s6m+3 = 3 + 6(3m+ 1). Òîìó r6m+3 = 0 i r6m+4 6= 0,
òîáòî Ñàøêî çíîâó ïðîãðà¹.

Ïðè n = 6m Ñàøêî ìîæå çàáåçïå÷èòè ñîái ïåðåìîãó: ÿêùî Àëiíà ñâî¨ì õîäîì

îáèðà¹ ÷èñëî d, òî Ñàøêî ìà¹ çàïèñàòè ñâî¨ì íàñòóïíèì õîäîì ÷èñëî 6 − d. Òîäi

s6m = 6 · 3m = 18m òà r6m = 0.
4. Íåõàé K òà L � ñåðåäèíè ñòîðií AB

òà AC âiäïîâiäíî, N � òî÷êà, ñèìåòðè÷íà D

âiäíîñíî K (ðèñ. 4). Òîäi ADBN � ïàðàëåëî-

ãðàì. Îñêiëüêè D � ñåðåäèíà äóãè ⌣BDC,

òî DB = DC, çâiäêè AN = DB = DC. Òî-

÷êà E ëåæèòü íà ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿði

äî AC, îòæå AE = CE. Ïîêàæåìî, ùî òàêîæ

∠NAE = ∠DCE. Çâiäñè âèïëèâàòèìå, ùî òðè-

êóòíèêè NAE òà DCE ðiâíi çà äâîìà ñòîðîíà-

ìè i êóòîì ìiæ íèìè. Ìà¹ìî

∠DCE =∠DCB + ∠BCA+ ∠ACE =

=∠DAB + ∠BCA+ ∠EAC =

=90◦ + ∠BCA,
�èñ. 4.

áî ∠DAB + ∠EAC = ∠DAC + ∠EAC = ∠DAE = 90◦ ÿê êóò ìiæ áiñåêòðèñàìè

ñóìiæíèõ êóòiâ. Òàêîæ ìà¹ìî

∠NAE =360◦ − ∠NAD − ∠DAE =

=360◦ − (180◦ − ∠BDA)− 90◦ = 90◦ + ∠BDA = 90◦ + ∠BCA.

Òàêèì ÷èíîì, ∠NAE = ∠DCE. Îòæå, òðèêóòíèêè NAE òà DCE ðiâíi, çâiäêè

NE = DE, òîáòî òðèêóòíèê NED ðiâíîáåäðåíèé. Ó öüîìó òðèêóòíèêó ìåäiàíà EK

¹ âèñîòîþ. Òîìó ∠DKE = ∠DAE = 90◦, çâiäêè K ëåæèòü íà êîëi ç äiàìåòðîì DE,

ÿêå ¹ îïèñàíèì êîëîì òðèêóòíèêà ADE.

5. Âiäïîâiäü: n1 = n2 = . . . = n2019 = 171.
Ïîêàæåìî, ùî n1 = n2 = . . . = n2019 = 171 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàìiíèìî êîæíå ÷èñëî ni íà êîëi ÷èñëîì mi = ni−171. Óìîâó a−b+c−d+e = 171
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi (a− 171)− (b− 171)+ (c− 171)− (d− 171)+ (e− 171) = 0,
òîìó äëÿ íîâèõ ÷èñåë ïîòðiáíî, ùîá áóäü-ÿêi ï'ÿòü ïîñëiäîâíèõ ÷èñåë íà êîëi ìîæíà

áóëî ïîçíà÷èòè a, b, c, d, e ó äåÿêîìó ïîðÿäêó òàê, ùî a− b+ c− d+ e = 0. Äîâåäåìî,
ùî öå ìîæëèâî ëèøå ó âèïàäêó, êîëè âñi mi äîðiâíþþòü 0 (à òîìó âñi ïî÷àòêîâi ÷èñëà

ni äîðiâíþþòü 171).
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Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íåíóëüîâèé íàáið ÷èñåë m1, m2, . . . , m2019, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó. Îñêiëüêè ÷èñëà a− b+ c− d+ e òà a+ b+ c+ d+ e ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü, òî

ñóìà áóäü-ÿêèõ ï'ÿòè ïîñëiäîâíèõ ÷èñåë íà êîëi ¹ ïàðíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè

áóäü-ÿêîìó i

(mi +mi+1 +mi+2 +mi+3 +mi+4)− (mi+1 +mi+2 +mi+3 +mi+4 +mi+5) = mi −mi+5

¹ ïàðíèì, à îòæå mi òà mi+5 çàâæäè ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü (iíäåêñè ðîçãëÿäàþòüñÿ

çà ìîäóëåì 2019). Àëå òîäi mi òà mi+2020 = mi+1 ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü, òîáòî áóäü-

ÿêi ñóñiäíi ÷èñëà íà êîëi ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. Îòæå, âñi ÷èñëà m1, m2, . . . , m2019

ìàþòü îäíàêîâó ïàðíiñòü. Îñêiëüêè ñóìà m1 + m2 + m3 + m4 + m5 ¹ ïàðíîþ, òî âñi

÷èñëà ïàðíi. Òàêèì ÷èíîì, ó áóäü-ÿêîìó íåíóëüîâîìó íàáîði ÷èñåë, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó, âñi ÷èñëà ïàðíi. Ïðîòå ïiñëÿ äiëåííÿ âñiõ ÷èñåë íàáîðó íà äåÿêèé ñòåïiíü äâiéêè

äiñòàíåìî íîâèé íåíóëüîâèé íàáið ÷èñåë, ÿêèé òåæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó, ïðîòå ìiñòèòü

íåïàðíå ÷èñëî, ñóïåðå÷íiñòü.

6. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî êîæíi äâà ç ÷èñåë a, b, c ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Ñïðàâäi,

íåõàé, íàïðèêëàä, a òà b ìàþòü ñïiëüíèé ïðîñòèé äiëüíèê p. Òîäi (a − c)2 äiëèòüñÿ
íà b, à îòæå i íà p. Îñêiëüêè a òà a − c äiëÿòüñÿ íà p, òî c òåæ äiëèòüñÿ íà p, ùî

ñóïåðå÷èòü óìîâi ÍÑÄ(a, b, c) = 1.
Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi a < b < c. Çà óìîâîþ (c−a)2(c−b)2 = (c2−(a+b)c+ab)2

äiëèòüñÿ íà ab, à îòæå i (c2 − (a + b)c)2 = c2(a + b − c)2 äiëèòüñÿ íà ab, Îñêiëüêè c

òà ab âçà¹ìíî ïðîñòi, òî (a + b − c)2 òåæ äiëèòüñÿ íà ab. Àëå ÿêùî a < b < c �

ñòîðîíè íåâèðîäæåíîãî òðèêóòíèêà, òî 0 < a + b − c < a òà 0 < a + b − c < b. Òîìó

0 < (a+ b− c)2 < ab i ïîäiëüíiñòü (a+ b− c)2 íà ab íåìîæëèâà, ñóïåðå÷íiñòü.

Ìàòåìàòè÷íèé åêñïðåñ

1.1. Âiäïîâiäü:

a+b
2
.

Íåõàé ABCD � òðàïåöiÿ ç îñíîâàìè BC i AD. Âiäêëàäåìî íà ïðîäîâæåííi AD çà

òî÷êó D âiäðiçîê DE = BC. Òîäi BCED ïàðàëåëîãðàì, CE ‖ BD i ACE � ïðÿ-

ìîêóòíèé òðèêóòíèê ç ãiïîòåíóçîþ AE = a + b. Íåõàé CH � âèñîòà òðàïåöi¨. Òîäi

CH =
√
AH · EH ≤ AE+EH

2
= a+b

2
. �iâíiñòü CH = a+b

2
äîñÿãà¹òüñÿ ó âèïàäêó ðiâíîái-

÷íî¨ òðàïåöi¨.

1.2. Âiäïîâiäü: 38.

Íåõàé

a
b
= x, b

c
= y, c

a
= z. Òîäi xy + yz + zx = a

c
+ c

b
+ b

a
= 6. Çâiäñè

x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + zx) = 25− 12 = 13.

Êðiì òîãî, xyz = a
b
· b
c
· c
a
= 1. Ìà¹ìî

x3 + y3 + z3 = (x+ y + z)
(

x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx
)

+ 3xyz = 38.

1.3. Âiäïîâiäü: 10.

Íåõàé êiëüêiñòü ó÷íiâ 8 êëàñó äîðiâíþ¹ x, à êiëüêiñòü ó÷íiâ 9 êëàñó � 10x. Êiëüêiñòü
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âñiõ ó÷àñíèêiâ òóðíiðó � 11x, òîìó áóëî çiãðàíî

11x(11x−1)
2

ïàðòié. Êiëüêiñòü î÷îê,

íàáðàíèõ ó÷íÿìè 8 êëàñó, äîðiâíþ¹

11x(11x−1)
2

· 2
11

= 11x2 − x. Êiëüêiñòü âñiõ çiãðàíèõ

ó÷íÿìè 8 êëàñó ïàðòié äîðiâíþ¹

x(x−1)
2

+10x2. Öÿ êiëüêiñòü íå ìåíøà çà êiëüêiñòü î÷îê,

íàáðàíèõ ó÷íÿìè 8 êëàñó, îòæå ìîæíà çàïèñàòè íåðiâíiñòü 11x2 − x ≤ x(x−1)
2

+ 10x2.

Çâiäñè x2 ≤ x, x ≤ 1, x = 1.
1.4. Âiäïîâiäü: à) æîäíîãî; á) íåñêií÷åííî áàãàòî.

à) Ïîìiòèìî, ùî (2k)2 = 4k < 2k + 4k < 4k + 2 · 2k + 1 = (2k + 1)2, òîìó 2k + 4k íå ìîæå
áóòè òî÷íèì êâàäðàòîì.

á) Ïðè k = 2m+ 3 ìà¹ìî 2k + 4m = 22m+3 + 22m = 22m · 9 = (3 · 2m)2.
2.1. Âiäïîâiäü: (0, 0).

Îñêiëüêè x2 + 1 ≥ 1, y2 + 1 ≥ 1, òî
√
x2 + 1 ≤ x2 + 1 òà

√

y2 + 1 ≤ y2 + 1. Äîäàþ÷è

öi íåðiâíîñòi, îäåðæó¹ìî

√
x2 + 1+

√

y2 + 1 ≤ x2 + y2 + 2. �iâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè îäíî÷àñíî

√
x2 + 1 = x2 + 1 òà

√

y2 + 1 = y2 + 1, òîáòî ïðè x = y = 0.
2.2. Âiäïîâiäü: 140◦.

Ìà¹ìî (ðèñ. 5) ∠DXY + ∠DYX =

= 180◦ − 2∠BXY + 180◦ − 2∠BXY = 360◦ − 2(180◦ − ∠XBY ) = 40◦,

çâiäêè ∠XDY = 180◦ − ∠DXY − ∠DYX = 140◦.

�èñ. 5.

2.3. Ìà¹ìî n(n+2)(n+4)(n+6) = (n2+6n)(n2+6n+8). Ïîçíà÷èìî n2+6n = t ≥ 7.
Òîäi (n2+6n)(n2+6n+8) = t2+8t.Ïîêàæåìî, ùî

[√
t2 + 8t

]

= t+3 ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ

t ≥ 5. Ñïðàâäi, (t+3)2 < t2+8t < (t+4)2, çâiäêè t+3 <
√
t2 + 8t < t+4. Òàêèì ÷èíîì,

an = n2+6n+3 = (n+3)2−6. Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
íå ìîæå äàâàòè îñòà÷ó 6 ïðè äiëåííi íà 7.

2.4. Âiäïîâiäü: íå iñíó¹.

Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî P (x) = (x − 1)(x + 1)Q(x). Çâiäñè ÿêùî x0 ≡ 1 (mod 3) àáî
x0 ≡ 2 (mod 3), òî P (x0) ≡ 0 (mod 3). Êðiì òîãî, ìà¹ìî P (x) = xR(x) + 2019, à îòæå
ÿêùî x0 ≡ 0 (mod 3), òî P (x0) ≡ 0 (mod 3). Òàêèì ÷èíîì, P (x0) ≡ 0 (mod 3) ïðè óñiõ
x0 ∈ Z, àëå 2018 ≡ 2 (mod 3).

3.1. Íåõàé øóêàíà öè�ðà äîðiâíþ¹ a. Òîäi iñíóþòü òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà k òà l,

ùî a · 10k < 2n < (a+1) · 10k, a · 10l < 5n < (a+1) · 10l. Ïîìíîæèìî ïî÷ëåííî îòðèìàíi
íåðiâíîñòi. Ìà¹ìî a2 · 10k+l < 10n < (a + 1)2 · 10k+l. Çâiäñè a2 < 10n−k−l < (a + 1)2.
Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ïðè a = 3. Çàëèøèëîñÿ íàâåñòè ïðèêëàä.

3.2. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ

1
x
+ 1

y
≥ 4

x+y
, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ x, y ≥ 0.
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Ìîæíà çàïèñàòè

1

b+ c
+

1

c+ a
≥ 4

b+ 2c+ a
,

1

c+ a
+

1

a + b
≥ 4

c+ 2a+ b
,

1

a + b
+

1

b+ c
≥ 4

a + 2b+ c
.

Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî öi íåðiâíîñòi, äiñòàíåìî

2

b+ c
+

2

c+ a
+

2

a+ b
≥ 4

b+ 2a+ c
+

4

a + 2b+ c
+

4

c+ 2b+ a
.

Çàëèøèëîñÿ ðîçäiëèòè îáèäâi ÷àñòèíè îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi íà 2 òà âðàõóâàòè, ùî

a+ b+ c = 1.
3.3. Íåõàé H � òî÷êà ïåðåòèíó âèñîò òðèêóòíèêà ABC (ðèñ. 6). �îçãëÿíåìî ÷î-

òèðèêóòíèê HBA1C. Îñêiëüêè ∠A1BA = ∠A1CA = 90◦, òî A1B ‖ CH òà A1C ‖ BH.

Îòæå, ÷îòèðèêóòíèê HBA1C � ïàðàëåëîãðàì, à M1 � òî÷êà ïåðåòèíó éîãî äiàãîíà-

ëåé. Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà H íàëåæèòü ïðÿìié A1M1. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

H íàëåæèòü ïðÿìèì B1M2 i C1M3.

�èñ. 6.

3.4. Âiäïîâiäü: an = n(n+1)
2

.

Ïðè m = 1 ìà¹ìî an+1 − an = 1 + n. Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîñëiäîâíî â îòðèìàíó ðiâíiñòü

÷èñëà 1, 2, 3, . . . , n− 1, çàïèøåìî a2 − a1 = 2, a3 − a2 = 3, . . . , an − an−1 = n. Äîäàâøè

öi ðiâíîñòi, îäåðæèìî an − a1 = 2+ 3+ . . .+ n. Çâiäñè an = 1+ 2+ 3+ . . .+ n = n(n+1)
2

.

Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî îòðèìàíà ïîñëiäîâíiñòü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i.
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